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基于 B 参数的轴流压气机
过失速稳定性分析
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摘要: 基于 2 阶 Greitzer 模型, 按照 B 参数的变化,通过对系统方程进行局部线性化, 把从失速到喘振的过失

速过程划分为 4 个阶段进行非线性分析,不仅观察到了临界点附近的系统变化规律,而且可以准确判定临界

点的位置。在 B 参数大于临界点时的情况下, 引入了 Lyapunov 稳定性理论和局部不变集定理对系统进行全

局稳定性分析, 结合仿真结果,表明系统轨迹趋近于稳定的喘振极限环。
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Abstract: Based on 2-order Greitzer model of axial flow compressor, a nonlinear analy sis of

the stall to surge process has been carried out . According to the variat ion of parameter B, the pro-

cess w as divided into four successive phases, and the compressor system equat ion w as locally lin-

earized. T he t rend of the system change near the crit ical point of parameter B was observed and

the critical point could be determined accurately . Under the condit ion that parameter B exceeds its

critical value, theorems of Lyapunov stability and local invariable set were introduced to global

stability analysis to make up the shortage of local linearization methodology . Compared w ith nu-

merical simulat ion, the fact was proved that the compressor system produces stable lim it cycle of

surge and the system locus converges in f inite domain.
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　　Greitzer 首先建立了轴流压气机过失速行为

的不可压模型 [ 1] , 根据系统参数、压气机轴对称特

性线对不稳定性的影响, 认为对于任意的压缩系

统都有一个临界的 B 参数值( Bcr )。试验表明: 当

工作点 B< Bcr时, 不稳定状态为旋转失速, B>

Bcr, 不稳定状态为喘振。研究 B 参数对于划分轴

流压气机的过失速状态具有重要意义。初期的研

究主要是基于数值仿真和试验结果的定性分析,

这些分析印证了 B 参数对于不稳定行为影响的

基本结论,而且容易进行简单粗略的不稳定状态

判定。但是也有明显不足: ( 1)临界的B 参数值不

易精确判定。( 2)仿真与试验结果往往针对某一具

体系统情况, 不能从系统模型出发得到比较通用

的分析方法。针对以上的不足,近年来国内外开展

了一系列研究。Mccaughan
[ 2]
最早从微分方程和

动力系统角度分析了 B 参数对不稳定行为的影

响,认为 B参数是压缩系统过失速行为的决定因

素。Abed和 Liaw [ 3, 4]采用 2阶 Moore-Greitzer 的

集总参数模型分析了基于 B 参数的压缩系统状

态方程局部非线性行为。Agarw al
[ 5]分析了B参数

作用下,压缩系统的分叉行为和喘振极限环的问

题。这些研究,一方面印证了实验结果和数值仿真

的分析,加深了对于喘振和旋转失速这两种过失

速状态的认识, 另一方面,从系统模型出发, 使用

解析的方法来分析过失速行为,为准确预测压气

机的过失速状态开辟了新的途径。

本文根据 Greitzer 的轴流压缩系统非线性微

分方程模型的特点,从微分方程和动力系统的角

度对系统过失速行为进行分析,有助于了解过失

速行为的机理, 并且为设计合理的非线性控制策

略提供基础。

1　压缩系统从失速到喘振

　　　的过失速过程

　　Greitzer 在 1976年提出了 2阶集总参数的数

学模型[ 1] ,这个模型由于未能考虑旋转失速的周

向特性,所以不能够比较精确的反映过失速流动

过程。但是由于它包含了B 参数, Greitzer 认为该

模型可以精确预测压气机进入过失速之后, 将会

处于何种状态,是失速还是喘振[ 6]。在此基础上,

使用 4阶龙格- 库塔法进行数值仿真,可以看出

B 参数对于压缩系统不稳定流动的影响, 总体来

讲是一个从过阻尼系统行为发展为欠阻尼系统行

为的过程。较大的B 参数导致不稳定流动呈现喘

振状态, 较小的 B 参数则呈现失速状态, 失速和

喘振的分界点由临界点的 Bcr值决定。因此,注意

观察临界点 Bcr附近, 由失速转变到喘振的流动情

况,如图 1所示。

由图 1( a)可见,此时 B< Bcr , 当 B 参数增加

至接近临界点B cr时, 出现两个耦合在一起的周期

解,一个是稳定的周期解,它表示了即将产生的喘

振极限环( surge lim it cycles) , 另一个是不稳定的

周期解, 它表示一个抵抗喘振的振荡( ant isurg e

oscillat ion) ,这个振荡包含着即将产生的极限环,

从图上看就是一个极限环从平衡点上逐渐“冒”出

来。当 B 值继续增大直到接近 Bcr时,稳定的周期

解增强, 抵抗喘振的振荡则减弱,从图 1( b)上看

出,平衡点上出现的极限环进一步增大。当 B 值

增大到刚好大于 Bcr时,抵抗喘振的振荡将反而被

包含在喘振极限环内部,并且进一步减弱,而喘振

极限环则不断增强, 如图 1( c)所示。当 B 进一步

增加时,反喘振振荡的振幅将很快减小直到消失,

如图 1( d) ,喘振极限环完全形成,压缩系统进入

典型的喘振状态。

通过数值仿真,观察到了临界点 B cr附近的系

统变化规律。现在的问题是如何确定临界点Bcr的

值? 我们希望可以通过解析方法来精确判定这个

值,这样不仅比通过数值仿真的方法更简便,而且

可以根据B 参数来预测压气机的过失速状态。

2　压缩系统过失速行为的

　　　非线性分析

2. 1　过失速行为的非线性局部分析

　　根据 2阶集总参数的数学模型 ,可以得到它

的局部线性化方程 :

��

��
=

B� ′c( � 0) - B

1
B

- B� - 1′
c T ( � 0 )

�
�

( 1)

　　特征值方程为:

 2 + � - 1′
T ( � 0

)
B

- B� ′c( �0 )  -

� ′c( � 0 ) � - 1′
T ( � 0) + 1 = 0 ( 2)

其中: ( �0 , � 0)表示系统的平衡点。

根据文献[ 7] ,压气机特性线通常用一个 3次

多项式来近似表达为:
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图 1　从失速到喘振的变化过程

Fig. 1　T ransformation process fr om stall to sur ge

� c( � ) = 1. 718 75 + 1. 5� - 0. 5� 3 ( 3)

　　节流线方程为:

� T( � ) = !T ( � + 1) 2 ( 4)

　　节流线反映了节流阀某一开度下, 压降 � 和
流量 � 的关系特性, 令节流系数 ∀T= 1. 4, 此时节

流线和特性线的交点是特性线上压升系数的最高

点,也就是失速平衡点。失速平衡点通过求解特性

线方程与节流线方程的交点得到: � = 2. 014 7, �
= 0. 2。

求解特征值方程可以得到特征值随着 B 值

的变化而变化的情况。如图 2所示。图中圆圈表

示特征根的实部为负, 即局部稳定;星号表示特征

根的实部为正,即局部不稳定。

随着 B 参数变化,特征根变化的情况可以分

为 4个阶段:

阶段 1: B 从 0变化到 0. 17时, 2个特征值均

为负实数,平衡点属于稳定节点( stable node) , 系

统轨迹将直接收敛到失速平衡点而没有振荡。这

属于典型的失速情况,此时对应于较小的 B 的情

况。

阶段 2: B 从 0. 17变化到 0. 455时, 2个特征

值为共轭复数,两者实部都为负,此时对应稳定焦

点( stable focus)。轨迹在收敛于失速平衡点之前,

一次或者多次绕着原点旋转。系统瞬态为欠阻尼

状态,呈现振荡,此时对应于中等的 B的情况。

图 2　特征值实部随着 B 参数变化而变化的情况

Fig. 2　Variation of eigen value real-par t will

par ameter B

阶段 3: 当 B 等于 0. 455时, 2个特征值实部

同时变为零,出现纯虚数特征值,这时平衡点成为

中心( center point )。系统轨迹是椭圆的,而且椭圆
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图 3　B 参数变化引起的轴流压缩系统过失速行为的变化

F ig . 3　Var iation of ax ial flow compressor post-stall w ith parameter B

的奇点就是失速的平衡点。当 B 在 0. 455到1. 21

之间时, 2个特征根为共轭复数, 且实部同时为

正,此时对应不稳定焦点( unstable focus) ,轨迹将

不会收敛失速平衡点,此时对应于较大的 B 的情

况。

阶段 4: 当 B 大于 1. 21 时, 2个特征值均为

实数, 且都为正, 此时对应不稳定节点( unstable

node) ,轨迹将不会收敛失速平衡点,平衡点附近

的轨迹发散到无穷远。此时对应于非常大的B 的

情况。

当 B 等于 0. 455时, 2 个特征值实部由负变

为正,系统状态也就由失速变化为喘振。从图 2中

可以看出,以临界点 Bcr为界, 临界点左边是局部

稳定区域,临界点右边是局部不稳定区域。因此可

以断定临界点 B cr= 0. 455。

分别选择 B 参数处于上述 4个阶段的情况,

进行数值仿真,如图 3所示。可以发现,根据特征

值随着 B 参数变化的特征,分析对应的过失速状

态,其结果与数值仿真所体现的状况是一致的。

数值仿真表明, 当 B> Bcr的时候,系统轨迹

将趋近于稳定的极限环。通过对系统方程在平衡

点进行线性近似的方法, 仅仅知道此时系统轨迹

将不会收敛失速平衡点, 平衡点附近的轨迹发散

到无穷远,这时系统轨迹稳定与否,是否趋近于稳

定的极限环, 将无法用局部线性化的理论来解释,

因此需要其他的方法来分析此时的系统行为。

2. 2　过失速行为的非线性全局分析

　　使用非线性系统的线性近似来判断原先系统

的稳定性只是对平衡点的邻域才有效,至于在更

大范围里面非线性系统是否稳定, 在多大的范围

里能够收缩到平衡点, 这就有一个吸引域的问题,

吸引域的大小与线性近似对原来的非线性系统的

相似程度有关。根据试验结果和数值仿真知道, 当

B> Bcr时,系统必将会出现喘振极限环。这个极限

环是否稳定? 初始工作点的不同是否会影响到最

终的过失速行为? 以上问题无法使用平衡点局部

分析来解决。为了将平衡点概念进行推广,这里给

出局部不变集定理
[ 8]
。

定义 1　(局部不变集)

如果每条起始于集合 G 中的某点的系统轨

线在未来任何时间里都保持在 G 内, 那么称 G 为

动态系统的一个不变集。

定理 1　(局部不变集定理)

考虑压缩系统方程是自治系统, f 是连续的,

而且令 V ( x )为具有连续偏导数得标量函数, 假

设:对于某个 l> 0,由 V ( x ) < l定义的区域 # l 是
有界的;对所有的 # l 中的 x , V�( x )≤0; 令 R 为 # l

中所有 V�( x ) = 0的点的集合, 而 M 为 R 中最大

的不变集,那么当 l→∞时起始于 # l 内的每一个

解 x ( t )趋向于 M。M 是 R 内所有的不变集(平衡

点和极限环)的并集。

任何系统平衡点都是一个不变集,一个平衡
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点的吸引范围也是一个不变集,极限环也是系统

的不变集。当 Lyapunov 函数V�是半负定的时候,

不变集理论可以扩展Lyapunov 函数的概念,以便

描述比收敛于平衡点更广泛的动态行为,如收敛

于稳定的极限环。

考虑到实际压缩系统中压升系数 � 始终为
正, 所以令 � = Z

2
, Z始终为正。考虑方程( 3)和

( 4) ,得到新的压缩系统方程:

��= B �

( 1. 718 75 + 1. 5� - 0. 5� 3
- Z

2
) ( 5)

2Z�Z = 1
B

( � - 0. 845 4Z + 1) ( 6)

　　使用变量梯度法构造Lyapunov 函数,由方程

( 5)和( 6) ,假定待定的 Lyapunov 函数的梯度具有

下面形式:

� V 1 = a11� + a12Z ( 7)

� V 2 = a21� + a22Z ( 8)

　　由旋度条件:

� � V 1

� Z =
�� V 2

� � 　有　a12 + Z
� a12
� Z = a21 + �

� a21
� � ( 9)

令 a11, a22为任意正常数, a12= a21= �Z,有:

V = a11� 2 + 2� 2
Z

2 + a22Z
2 ( 10)

V
�= ��( 2a11� + 2�Z2) + Z

�( 2a22Z + 2� 2
Z) ( 11)

　　由方程( 10)和( 11) ,得:

V
�= 3. 42Ba11 +

1
B
a22 � + 3Ba11 +

1
B
� 2

+ ( 3. 42B - 2Ba11 ) �Z2
-

0. 845 4
1
B
a22Z +

1
B
� 3 + 3B � 2

Z
2 + Ba11� 4

Z
2 - 2B�Z4 ( 12)

图 4　轨迹趋近于极限环时的系统相图

Fig . 4　Phase-space po rtrait trajector y converg ing stable limit -cycles

　　根据压缩系统方程( 5)和( 6) , 做 B> B cr时,

压缩系统进入喘振的相图,如图 4( a)所示, 图中

圆圈表示压缩系统可以取得的最大压升点, 星号

表示系统的平衡点,虚线为压缩系统特性线。在整

个系统工作的有限域内, 系统不能稳定工作于平

衡点和最大压升点,系统轨迹毫无例外的趋近于

稳定的喘振极限环。压缩系统方程具有明确的物

理意义,因此它的系统轨迹将维持在某个有限域

内,结合数值仿真的结果, 如图 4( b)所示,当系统

出现唯一的稳定极限环之后,这个极限环成为系

统的吸引子( at tractor) ,也就是说它成为了系统的

不变集, Ly apunov 函数 V
�满足了半负定的条件。

因此当 B> Bcr时,令V
�( x ) = 0,就给出了 � -

� 平面上关于极限环的隐式方程, 无需求解这个

方程, 可知它所满足的系统轨迹将维持在某个有

限域内,并且使 Lyapunov 函数 V
�满足半负定的

条件。这样,得到了两个结论:

( 1) 进入喘振后, 系统原先的平衡点不再稳

定,出现的极限环成为系统不变集。

( 2) 由 Poincare-Bendixson定理
[ 9] ,系统轨迹

将趋近于这个系统的不变集(即稳定的极限环)。
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3　结　论

　　应用局部线性化方法对系统特征值进行分

析, 可以准确判定临界点 Bcr的位置。基于 Lya-

punov 稳定性理论,使用变量梯度法构造 V 函数,

然后引用局部不变集定理对该非线性系统进行了

全局稳定性分析,系统相图表明, 当 B> Bcr时, 系

统轨迹可以收敛到稳定的喘振极限环。

结合试验以及仿真结果, 表明这种分析方法

在压气机特性线和节流线已知的情况下,可以方

便准确的定量分析 B 参数对轴流压气机的过失

速行为的影响, 并且容易在系统模型中加入一定

的控制量,按照需要改变系统过失速的表现行为,

从而对压缩系统不稳定行为进行主动控制。

参考文献:

[ 1]　Greit zer E M. S urge And Rotating Stall in Axial Flow Com-

pressors, Part Ⅰ: T heoret ical Compression S ystem Model,

Part Ⅱ: Experimen tal Result s and Comparison w ith T heory

[ J ] . ASME Jour nal of Engineering f or P ow er, 1976, 98( 2) :

190- 198.

[ 2]　McCaughan F E. Application of Bifurcat ion Theory to Axial

Flow Compressor Instability [ J ] . Jour nal of T urbo M achin-

ery , 1989, 111: 426- 433.

[ 3]　Liaw D C, Abed E H. Cont rol of Compressor S tall Inception-

A Bifurcation T heoret ic Approach [ J ] . Automatic, 1996, 32:

109- 115.

[ 4 ] 　Liaw D C, Abed E H. Nonlinear Dynamics of Axial Flow

Compressor: A Parameter Study [ R] . TR 91- 32, Univ ersit y

of Mary land , 1991.

[ 5]　Agarwal A. Bifurcat ion Analysis of Axial Compressor Insta-

bilit y[ R] . Ind ian I nst itute of T echnolog y, 1998.

[ 6]　Moore F K,Greit zer E M. A Theory of Post-Stall Transients

in Multistage Axial Com pression System [ R] . N ASA CR -

3878, 1985.

[ 7]　Larsen M , Coller B, Sepulch re R& Kokotovi P. Dynamic Con-

t rol of Axial Compressors[ R] . Pr oc. 6th I EEE Conf . Control

A pp lications, 1997: 663- 670.

[ 8]　顾圣士.微分方程和动力系统[ M ] .上海: 上海交通大学出

版社, 2000.

[ 9]　斯洛廷,李卫平.应用非线性控制[ M ] .北京:国防工业出版

社, 1992.

683第　5　期 陈策等: 基于 B 参数的轴流压气机过失速稳定性分析


